几何图形建模思想在初中三角形综合题型解题探究

摘要：三角形综合题型是初中几何板块的主要考查形式，具有条件隐蔽、关系繁杂、解法多样等特点，对学生逻辑推理和直观想象能力有较高的要求，也是九年级数学学业水平考试的重点内容。本文以初中数学三角形综合题型的解题教学为研究对象，从几何图形建模思想的本质内涵和三重应用价值入手，结合教材核心知识点和典型考查题型，提出五条可以落地的分层教学实施路径，并对实践过程中出现的认知误区和优化方向进行梳理，目的在于帮助学生摆脱常规全等、相似解题的思维束缚，构建起结构化的几何思维体系，稳步提高综合解题能力和数学核心素养。
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随着义务教育数学课程标准对于核心素养培育的要求越来越高，初中几何板块的考查也由原来的单个知识点的识记转变为综合能力的应用，三角形综合题型由于涉及到边角关系、图形变换、动点问题等诸多考点，成了学生几何学习过程中最大的障碍。但是目前大部分学生解题依靠零散的定理套用，缺少结构化的模型转化意识，解题效率和思维深度都受到限制。探究几何图形建模思想在三角形综合题中的应用途径，对改进几何解题教学、提高学生思维品质有现实的教学参考意义。
1几何图形建模思想的内涵
数学建模是把抽象的数学理论同具体的数学问题情境联系起来的中介，也是初中阶段数形结合思维落实的主要途径。几何图形建模属于数学建模思想在平面几何领域中的具体体现，它主要是依据几何图形的结构特点和属性规律，对复杂问题中的边角条件、位置关系进行筛选和整合，并将其对应到已有的成熟几何模型中，利用模型已有的性质和推理范式来完成问题的转化和求解。本质就是对几何问题进行结构化的加工，一方面是对图形特征的识别与匹配，另一方面是对模型性质的迁移与运用，可以将无序的解题线索变成有条理的推理链条，降低几何问题的认知难度[1]。
2几何图形建模思想在初中三角形综合题型解题中的应用价值
2.1整合边角条件，梳理结构化推理线索
认知心理学的信息加工理论认为，零散的知识片段很难形成有效的推理途径，只有经过结构化的整合之后的信息才能被迅速地提取出来并加以利用。几何图形建模把三角形综合题中分散的边角条件锚定在某个几何模型框架里，把原本孤立的线段、角度关系变成有逻辑联系的整体，防止学生在解题时因为条件零散而造成思路堵塞。整合并不是简单地将条件拼接起来，而是根据模型内在的逻辑来完成条件的关联和转化，使得每一个已知条件都能在模型里找到对应的位置和作用，为之后的推理过程搭建起一条清晰的逻辑线路。
2.2转化解题思路，突破常规法思维局限
几何解题思维困境常常是由于常规方法和问题特点不相适应造成的，单靠全等、相似推导很难应付结构复杂的综合题型。几何图形建模给学生赋予了全新的解题视角，把三角形内部的推理拓展到更为丰富多样的几何体系里，用圆的性质去处理三角形中的等线段、等角度问题，用图形变换去处理线段的等量转移问题。这样的思路转化可以打破学生对于固定解题套路的依赖，使学生从图形的本质属性出发去思考问题，在遇到新的题目时能够迅速找到合适的推理途径，提高解题的灵活性和适应性[2]。
2.3培育核心素养，搭建阶梯式成长路径
初中数学核心素养中的直观想象和逻辑推理，不能依靠理论灌输来实现，必须在具体的解题实践中逐步培养起来。几何图形建模过程包含图形特征识别、模型匹配、性质迁移等众多思维环节，可以同时培养学生图形观察能力、逻辑关联能力以及知识迁移能力。学生在不断的建模实践中会慢慢形成以结构为视角去看待几何问题的思维方式，而不是停留在对零散定理的套用上，这样的思维方式转变可以为以后的高中几何学习打下良好的认知基础，使学习能力实现阶梯式的提高。
3几何图形建模思想在初中三角形综合题型解题中的教学路径
3.1锚定定义属性特征，构建共点等距模型
建构主义学习理论认为，知识的获得要依靠学习者凭借已有的认知去主动建构，而不能是被动地接受外界的灌输。教师在教学中可以从几何定义的本质属性入手，引导学生挖掘三角形问题中符合圆定义的共顶点等线段特征，把圆的定义和三角形边角问题联系起来。教学过程中不需要直接给出辅助圆的构造方法，而是通过分层设问引导学生自主发现定点和动点的距离关系，联系圆的定义完成模型建构，使学生在自主探究中理解模型的产生过程，加深对几何定义的应用认识[3]。
在△ABC中，AB=AC=5，∠BAC=50°，点D是平面内任意一点，且始终满足AD=AB，连接BD、CD，求∠BDC的度数。
题目中存在共顶点A的三条等线段AB、AC、AD，符合圆的定义中“定点到多点距离相等”的核心特征，可以通过构造辅助圆来建模。以点A为圆心、AB的长度为半径作⊙A，由于AB=AC=AD，所以点B、C、D都在⊙A上。根据圆周角定理，同弧所对的圆周角等于圆心角的一半，弧BC所对的圆心角为∠BAC=50°，∠BDC为弧BC所对的圆周角。当点D在优弧BC上时，∠BDC=1/2∠BAC=25°；当点D在劣弧BC上时，∠BDC=180°-25°=155°。通过构造圆的模型，原来需要多次用到等腰三角形性质来推导的角度问题，可以利用圆周角定理快速求解，大大简化了推理过程。
3.2依托定理逆向推演，构建同边等角模型
认知迁移理论认为，逆向思维的培养可以拓宽知识的应用范围，使正向的知识向逆向的应用发生迁移。教师可以引导学生对圆周角定理进行逆向梳理，得出“同侧等角对同线段则四点共圆”的判定逻辑，把它作为三角形角度问题的重要建模依据。教学中可以利用正向定理和逆向判定的适用条件进行对比，使学生清楚地认识到位置关系的不同之处，从而让学生在辨析的过程中掌握模型的使用范围，逐渐养成从角的关系出发来判断共圆特征的思维习惯，拓宽角度问题的解题思路。
在△ABC中，点D和点B都在线段AC上，且∠ADC=∠ABC，连接BD，求证∠ADB=∠ACB。
题目中线段AC是公共边，点B、D在AC的同侧，且所对的角相等，符合圆周角定理逆定理的使用条件，可以构造出四点共圆模型来求解。由∠ADC=∠ABC，且两角均对应线段AC、顶点在AC同侧，根据圆周角定理逆定理可判定A、B、C、D四点共圆。构造经过四点的辅助圆后，∠ADB与∠ACB均为弧AB所对的圆周角，根据“同圆中同弧所对的圆周角相等”的性质，可直接得出∠ADB=∠ACB。该模型把三角形内分散的角关系集中到圆内，不需要经过多次推导来证明三角形内角和、外角性质，利用圆周角性质就可以完成角度等量关系的证明，简化了推理链条。
3.3梳理图形变换逻辑，构建旋转全等模型
变式教学理论认为用图形的动态变化来表现知识的本质属性，使学生在变化中把握不变的几何关系。教师可以针对三角形中的共顶点等线段特征来整理旋转变换的图形规律，引导学生建立“手拉手”旋转全等模型，把分散的线段和角度通过旋转变换转移到同一个图形里。教学过程中可以借助动态演示来呈现旋转的过程，使学生对变换前后等量关系有直观的认识，理解模型的产生原理而不是机械地记忆结论，提高学生对于图形变换的直观想象和逻辑推理能力[4]。
已知△ABC和△ADE都是等边三角形，点B、A、D不在同一直线上，连接BD、CE交于点F，求证BD=CE，求∠BFC的度数。
题目中存在共顶点A的两组等线段AB=AC、AD=AE，且两组线段的夹角均为60°，符合旋转全等的模型特征，可以通过旋转变换来建立模型。将△ABD绕点A顺时针旋转60°，AB与AC重合，AD与AE重合，得到△ABD≌△ACE，由全等三角形对应边相等可直接得到BD=CE。由全等可知∠ABD=∠ACE，结合三角形内角和关系推导∠BFC：∠BFC=180°-∠FBC-∠FCB=180°-(∠ABC-∠ABD)-(∠ACB+∠ACE)，代入∠ABD=∠ACE与∠ABC=∠ACB=60°，可得∠BFC=60°。旋转全等模型把两组分散的等线段联系起来，实现了线段和角度的同步转移。
3.4分析动点约束条件，构建轨迹最值模型
动态几何问题的认知难点是运动过程中的变量关系不易把握，静态化转化是破解此类问题的主要思路。教师可以引导学生分析动点的运动约束条件，找出动点轨迹所对应的几何模型，把动态的最值问题转化为静态的几何性质应用。教学过程中可以从定角对定边、定长对定点等典型特征入手，让学生总结出常见的动点轨迹类型，掌握从动点约束条件推导轨迹模型的方法，逐步养成动态问题静态化的思维习惯，降低动态综合题的认知难度。
在△ABC中，AB=6，∠ACB=45°，求△ABC面积的最大值。
题目中线段AB长度固定，所对的∠ACB度数不变，符合定角定边的轨迹特征，点C的运动轨迹为圆弧，可以构造辅助圆模型求解最值。作△ABC的外接圆⊙O，由圆周角定理可知，弧AB所对的圆心角∠AOB=2∠ACB=90°。△ABC的面积可以表示为1/2×AB×h，其中h是AB边上的高，当点C运动到弧AB的中点时，h达到最大值，此时面积达到峰值。设⊙O半径为R，由AB=6、∠AOB=90°可得R=3√2，圆心O到AB的距离为3，因此点C到AB的最大距离为3+3√2，代入面积公式可得最大面积为9+9√2。该模型把动态的面积最值问题转变成圆上点到直线的距离最值问题，达成动态问题的静态化求解。
3.5归纳特殊结构规律，构建相似关联模型
结构化学习理论认为把零散的知识点整理成结构化的认知模块，可以减少认知负荷，提高学习效率。教师可以引导学生总结出三角形综合题中常见的特殊结构，“一线三等角”相似结构，把它看作是标准化的几何模型来使用。教学时可以从角的位置关系和等量关系入手，整理出结构的构成要素以及相似推导的逻辑，使学生在发现结构特征之后，能够自主地完成相似关系的证明，理解模型背后相似的原因，而不是机械地套用结论，从而提高学生对复杂图形结构化拆解的能力。
在△ABC中，AB=AC=8，∠B=∠C=30°，点D在边BC上运动，且满足∠ADE=30°，DE交AC于点E，若BD=2，求CE的长度。
题目中直线BC上存在三个相等的角∠B、∠C、∠ADE，符合一线三等角的相似模型特征，可以构造相似三角形模型来求解。由三角形外角性质可知∠ADC=∠B+∠BAD，且∠ADC=∠ADE+∠EDC，代入∠B=∠ADE=30°，可得∠BAD=∠EDC。又因为∠B=∠C，所以△ABD∽△DCE，根据相似三角形对应边成比例可得AB/DC=BD/CE。由AB=AC=8，∠B=∠C=30°可求得BC=8√3，已知BD=2，则DC=8√3-2，代入比例式计算可得CE=2√3-0.5。该模型把复杂的边角计算问题转化成相似三角形的比例问题，简化了推导过程。
4几何图形建模思想的应用反思
在教学实践中使用几何图形建模时要把握适度原则，过分强调模型套用容易造成学生思维定势，遇到非典型题目时就会出现思路空白[5]。模型教学的关键在于引导学生认识模型的产生过程和适用范围，而不能只是记住一些固定的解题方法，教师应该在模型归纳和思维发散之间找到一个平衡点，一方面帮助学生形成结构化的解题思维，另一方面也要给学生留出足够的自主探究时间。建模思想的渗透要符合学生认知发展的规律，由简到繁、由易到难地进行渗透，不能一次性给学生提供过多的模型，否则会加重学生的认知负担，影响建模能力的培养。
结语
因此几何图形建模思想是解决初中三角形综合题型的有效思维方法，可以将零散的条件进行结构化的整合，拓宽解题思路的广度，而且具有培养学生数学核心素养的功能。五条教学路径从定义属性、定理逆用、图形变换、动点轨迹、结构规律五个方面入手，给课堂解题教学提供可以操作的分层实践框架。未来的教学实践可以结合信息技术工具，用动态图形演示加强学生对模型的感知，还可以拓展更多的适配不同题型的建模路径，使模型具有普适性的同时又具有思维的灵活性。
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